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Model matematyczny nieliniowego obwodu
elektromagnetycznych o parametrach skupionych na podstawie
zmodyfikowanej zasady Hamiltona-Ostrogradskiego

Streszczenie. W pracy, na podstawie zmodyfikowanej zasady Hamiltona-Ostrogradskiego, opracowano model matematyczny typowego obwodu
elektromagnetycznego o parametrach skupionych, ktéry wykorzystuje koncepcje mechanicznego i elektrycznego formalizmu Lgrange’a. W tym celu
zostat opracowany niekonserwatywny lagrangian, ktory oprécz tradycyjnych funkcji energii kinetycznej i potencjalnej zawiera energie sit
rozproszenia oraz sil niepotencjalnych. Réwnania obwoddw elektromagnetycznych otrzymano w postaci macierzowo-wektorowej. Przedstawiono

wyniki symulacji komputerowej w postaci rysunkéw, ktére sg analizowane.

Abstract. A mathematical model of a typical concentrated parameter electromagnetic circuit using the concept of the mechanical and electric
Lagrange’s formalism is developed on the basis of the modified Hamilton-Ostrogradsky principle. To this end, a non-conservative lagrangian is
compiled including, beside the traditional functions of kinetic and potential energy, the energies of dissipation and non-potential forces. The
electromagnetic circuit equations are prepared in the matrix-vectoral form. Computer simulation results are presented graphically and analysed.
(A mathematical model of a non-linear concentrated parameter electromagnetic circuit based on the modified Hamilton-Ostrogradsky

principle).

Stowa kluczowe: modelowanie matematyczne, obwody elektromagnetyczne, procesy nieustalone, réwnania linii diugie;.
Keywords: mathematical modelling, electromagnetic circuits, transient processes, transmission line equations.

Wstep

Jednym z  podstawowych praw elektrotechniki
stosowanej sg prawa Kirchhoffa, ktére dotyczg zaréwno
obwodow elektrycznych, jak i magnetycznych. W pracy
niniejszej bedzie przedstawiona metoda otrzymania postaci
analitycznej drugiego prawa Kirchhoffa dla nieliniowych
obwodéw magnetycznych nie w tradycyjny sposdb,
wychodzgc z podejs¢ klasycznych, a w inny sposéb —
wychodzgc z podej$¢ wariacyjnych. Taka procedura daje
nam podstawy twierdzi¢ o fundamentalnych zasadach praw
Kirchhoffa z punktu widzenia zasady najmniejszego
dziatania Maupertuis'a. W tym celu wykorzystano
opracowang w pracy [1] uogdlniong metode wariacyjng,
ktéora opiera sie na modyfikacji zasady Hamiltona-
Ostrogradskiego drogg rozszerzenia funkcji Lagrange’a
dwoma skfadnikami, ktére uwzgledniajg zewnetrzne i
wewnetrzne rozproszenie energii oraz energie sit
niepotencjalnych. Modyfikacja  zasady Hamiltona-
Ostrogradskiego dotyczy uktadéw zaréwno o parametrach
skupionych, jak i roztozonych, w przeciwienstwie do pracy
[2], w ktérej zmodyfikowana funkcja Lagrange'a dotyczyta
wytacznie uktadéw o parametrach skupionych. Ponadto w
monografii [2] autorzy wprowadzili dwa sktadniki wytacznie
formalnie. Natomiast w [1] postaé zmodyfikowanego
lagrangianu uzyskano w sposob analityczny, wychodzac z
réwnan Lagrange’a drugiego rodzaju. Zaproponowana

modyfikacja pozwala na wykorzystywanie podejsé
wariacyjnych praktycznie do rozwigzania dowolnych zadan
fizyki stosowanej. Tak wiec, rdéwnania nieliniowych
obwoddéw bez watpienia mozna uzyska¢ na podstawie
wymienionej zmodyfikowanej zasady Hamiltona-
Ostrogradskiego [1, 3].

Obwody elektryczne, magnetyczne lub

elektromagnetyczne sg czescig podstawowg wiekszosci
urzadzen elektrotechnicznych i elektromechanicznych. W
artykutach [4, 5, 6, 7] przedstawiono rozwoj modeli
matematycznych i na ich podstawie analize komputerowg
proceséw elektromagnetycznych i elektromechanicznych
odpowiednio w transformatorach, maszynach

synchronicznych z  magnesami trwalymi  (PMSM),
maszynach asynchronicznych i maszynach pradu statego.
Wszystkie te modele wykorzystujg teorie obwodéw
elektrycznych.

Artykuty [8, 9, 10] dotycza modelowania proceséw
elektromagnetycznych w réznych dziedzinach
elektrotechniki. Dotyczy to nagrzewania indukcyjnego,
rozwigzania probleméw zabezpieczeh przekaznikow i
innych, gdzie ze wzgledu na wystepowanie réznych zjawisk
konieczna jest analiza proceséw elektromagnetycznych w
konstrukcjach metalowych, na przykiad podczas uderzen
pioruna.

Warto takze zwréci¢ uwage na prace naukowe, w
ktérych wykorzystywane sg gotowe modele matematyczne
dotyczace analizy standéw elektromagnetycznych. W tym
celu w pracach [11, 12, 13] autorzy wykorzystujg kompleks
oprogramowania MatLab/Simulink do analizy proceséw
elektromagnetycznych.

Wykorzystanie teorii obwodéw elektrycznych,
magnetycznych, a takze elektromagnetycznych ma
zastosowanie do analizy pracy maszyn i urzgdzen
elektrycznych. Oprécz wykorzystania wymienionych teorii
mozemy twierdzi¢ réwniez o istotnie szerszym
wykorzystaniu przedstawionej w niniejszej pracy metodyki,
ktéra uwzglednia rozszerzong zasade Hamiltona-
Ostrogradskiego.

Celem pracy jest wyznaczenie réwnan nieliniowych
obwodéw  magnetycznych na  podstawie  podejsé¢
wariacyjnych, a takze przedstawienie na tej podstawie

koncepcji modelowania matematycznego  procesow
nieustalonych w nieliniowych obwodach
elektromagnetycznych. Do realizacji tego celu zostata
wykorzystana zmodyfikowana zasada Hamiltona-
Ostrogradskiego.
Model matematyczny uktadu

Przedstawimy réwnania stanu obwodu

elektromagnetycznego w postaci macierzowo-wektorowej,
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ktére uzyskane sg na podstawie zmodyfikowanej zasady
Hamiltona-Ostrogradskiego [1].

) Py +P)® +F=0 =V+F=0;
d‘Pj . .

(2) TZUJ—FJIJ, TJZLGJIJ+WJ‘I),

gdzie:

. . T
3) Pg =diag(pos,poz:---+Pon): P=diag(pr,pz.-ipp), FE(lej) ;

k k k (k) s(k < (k
@ wj =W w0, w), i =09, ),
gdzie: F — sita magnetomotoryczna SMM, V — napiecie
magnetyczne, ®, - oczkowe strumienie magnetyczne,

P,, P— oporno$ci magnetyczne szczeliny powietrznej i

magnetoprzewodu, ¥ ;j — strumienie skojarzone, U -
napiecia zasilania uzwojen, i — pragdy w uzwojeniach, r —
rezystancja uzwojen, L — indukcyjnosc¢ rozproszenia, W —
liczba zwojéw uzwojen, Mk — liczba uzwojen w j-tym
obwodzie elektrycznym.

Analizujgc rownania (1) — (4) dochodzimy do wniosku,
ze do obliczenia rzeczywistych wartosci strumieni
magnetycznych nalezy wykorzysta¢ metody topologiczne
do analizy obwoddw magnetycznych.

Praktyczna realizacja modelu matematycznego

W przypadku wykorzystania ukfadu réwnan (1) — (4)
analizujemy obwod magnetyczny przedstawiony na rysunku
1.
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Rys. 1 Schemat analizowanego obwodu elektromagnetycznego

Parametry obwodu elektromagnetycznego na rysunku 1
sg nastepujgce: grubos¢ przewodu h =150 mm, napiecia
zasilania uzwojen: u(t) =U, sin(owt +y) [V], U, =300[V],

u® =200 v, U =350 (v, w =100, w{ =200,
L, =40 [mH], LY =30 [mH], L% =40 [mH], 1, =1 [Q],
7

1
Y = _% ) \Vg>
namagnesowania stali: H (B) = v(B)B = 65B + 270B°.

r3<l> —2[Q], Krzywa

Rys. 2 Schemat obliczeniowy obwodu elektromagnetycznego

Z uwzglednieniem wzoru (1) réwnania czeSci
magnetycznej obwodu elektromagnetycznego w postaci
macierzowo-wektorowej przy zatozeniu skompensowania
strumieni magnetycznych w wezZle wynosza:

5) F=(P, +P)®, .

Przeksztalcajgc réwnanie (5) do postaci wspodtrzednych
otrzymamy:

(©) { Wiy }: {Pm tPtp, P
—Wsls =P, (p3+p2)

o | |1
0, |=|1 1{%}
l 21~ - 1
o 1 Dy,
3
gdzie: @; - rzeczywiste strumienie skojarzone w ukfadzie,

=1, 2, 3.
Roéwnania elektrycznej czesci obwodu z rysunku 1
wynoszg [1]:

3 -
=U,—hi, —==U3—ni

1~ hls 3~ Islss

dt dt

(8 Wy =Lyl + WDy,

(Dkl
(Dk2

(7)

Opornosci magnetyczne drugiej galezi rdzenia,
(rysunek 2) obliczamy w klasyczny sposéb [1]:
v(B)I I Vol
9 B) = =——=-9
9) p(B) = Po WS S
1 H(B V0 OH (B
vE) = - HB) o - HE)
(B) B oB
Obliczenia indukcji pola magnetycznego rdzenia

przeprowadzamy na podstawie definicji, oraz rysunku 1.

P;

Sj

(100 ®=|[[B-dS =,
S

gdzie: Sj— przekrdj magnetoprzewodu.

Pierwsze prawo Kirchhoffa analizowanego obwodu:

(11) O, - D, —D; =0.

Rézniczkujgc  wzgledem czasu wzor (11) z
uwzglednieniem warunkéw poczgtkowych otrzymamy:

do, do, do,
dt  dt  dt

=0.

(12)
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Wspdlnemu rozwigzaniu podlegajg algebro-rézniczkowe
réwnania. Liczba niewiadomych wynosi 5 — dwa prady w
uzwojeniach oraz trzy strumienie magnetyczne w
elementach rdzenia. Na podstawie krzywej magnesowania
otrzymamy:

H(Bj) 4 0 6H(B]-) 4
J J

v (Bi)l; D
(14) p,—(Bj)=&, By=—>, j=123.
Sj sj
_Lcsl Wy
il Lc3
Iy W, _ Lva D 4+ .
16) 9 o, |= 1 52 1 (B)®; +(poy +p1)
dt
@,
@, Wa
L 1

Wspélnemu rozwigzaniu podlega uktad nieliniowych
réwnan: (15) z uwzglednieniem (9), (10), (13), (14).

Wyniki symulacji komputerowej

Rozwigzywanie uktadu réwnan dokonujemy metodg
Runge-Cutty z adaptowanym krokiem catkowania z
procedurg rotacji macierzy wspotczynnikéw (A) na kazdym
kroku catkowania. Do obliczen wykorzystano
oprogramowanie MATHCAD.

Na rysunku 3 przedstawiono statyczng zalezno$é
namagnesowania stali elektrotechnicznej w postaci
odwrotnej krzywej namagnesowania

H(B) = v(B)B = 65B + 270B°. Przy wartosciach indukgcji

magnetycznej powyzej 1,5 [T] krzywa magnesowania stali
wchodzi w strefe gtebokiego nasycenia.
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Rys. 3. Krzywa namagnesowania stali elektrotechnicznej w
odwrotnych zaleznosciach H (B) = 65B + 270B°
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Rys. 4. Przejsciowy prad w uzwojeniu pierwszej gatezi
magnetycznej
34

A~d—X:B:>d—X:
dt dt

gdzie: A — macierz nieliniowych wspoétczynnikow, X —
wektor kolumnowy niewiadomych funkcji pradéw i strumieni
magnetycznych, B — wektor kolumnowy prawych czesci
réwnan.

(15) A1.B, detA=x0,

Wyjsciowe nieliniowe réwnania rézniczkowe
elektromagnetycznego stanu, przedstawimy w postaci
wspotrzednych:

|
W. .
8 U —hh
l, o Uz — b
- _ZZVZ(Bz)q)z—Pz 3 38
S5 x 0
l, & ls o 0
—| Va2 (B)®y+py | | 5 V3(B3)Dg+ps 0
S; S3
-1 -1 |

Na rysunkach 4, 5 przedstawiono przebiegi prgdéw w
uzwojeniach obwodu elektromagnetycznego dla pierwszej i
trzeciej gatezi magnetycznej, patrz rysunek 1.

Prad, i (A)
o

N
o

A
S

1
0.15 0.2

1 1
0 0.05 0.1
Czas, t (s)

Rys. 5. Przej$ciowy prad w uzwojeniu trzeciej gatezi magnetycznej

Widzimy, Zze po zakonczeniu procesu nieustalonego
amplituda pradu w pierwszym uzwojeniu ma warto$¢ 24 A,
a w drugim uzwojeniu 40 A.

Na rysunkach 6 — 7 przedstawiono przebiegi strumieni
magnetycznych dla pierwszej i drugiej gatezi magnetyczne;.
Nie podajemy  rozktadu czasowego  strumienia
magnetycznego gatezi trzeciej, jest on prawie taki sam jak
strumien drugiej gatezi. Wynika to z obecnosci szczeliny
powietrznej o duzym oporze magnetycznym w pierwszej
gatezi, wiec gtdbwny strumien magnetyczny jest zamykany
przez drugg i trzecig gatgz. W stanie ustalonym strumieh
magnetyczny pierwszej gatezi ma amplitude 0,00075 Wb, a
drugiej gatezi ma amplitude 0,01 Wb.

0.00011

Strumien magnetyczny,
O (Wb)
o

! J
0.15 0.2

| " | |
0.000%) 0.05 0.1

Czas, t (s)
Rys. 6. PrzejSciowy strumien magnetyczny w pierwszej gatezi
magnetycznej
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Rys. 7. Przejsciowy strumien magnetyczny w drugiej gatezi
magnetycznej

Na rysunku 8
charakterystyki dynamicznej

przedstawiono
odwrotnej

przejsciowe
przenikalnosci
magnetycznej vg w drugiej gatezi magnetycznej obwodu

elektromagnetycznego.
300 -

3000 1
v 200

100

0 0.05 0.1 0.15 0.2
Czas, t ()
Rys. 8. Przejsciowa dynamiczna odwrotna przenikalnos¢
magnetyczna w drugiej gatezi magnetycznej

Whnioski
Modyfikacja zasady Hamiltona-Ostrogradskiego droga
rozszerzenia konserwatywnej funkcji Lagrange’a za
pomoca dwu sktadnikow: energii dyssypacji oraz energii
zewnetrznych  sit  niepotencjalnych daje  mozliwosé
uzyskania praktycznie wszystkich rownan wychodzgc
wylacznie z jedynego energetycznego podejscia. Dotyczy to
réwniez nieliniowych obwodow elektrycznych,
magnetycznych, a takze elektromagnetycznych.
Wykorzystanie podejs¢ wariacyjnych w modelowaniu
skomplikowanych obiektéw dynamicznych, ktére zawierajg
poduktady elektrotechniczne w tym obwodow
elektromagnetycznych daje mozliwo$¢ rozwigzania zawezi¢
wyksztatcenia ewentualnego naukowca. Poniewaz dla
tworzenia modelu wspominanego obiektu wystarczy tylko
zapisac¢ energetyczne funkcji rozszerzonego lagrangianu.
Wprowadzenia koncepcji odwrotnych przenikalnosci
magnetycznych daje mozliwosé rozwigzania réwnan
dynamicznego stanu badanego obiektu w podstawowych
wektorach pola elektromagnetycznego. Dotyczy to
wektoréw indukcji magnetycznej (B) oraz natezenia pola
elektrycznego (E). Z jednej strony upraszcza to postac
matematyczng systemu réwnan rézniczkowych
dynamicznego stanu obiektu, a z drugiej strony zmniejsza
sztywnos¢ zwyczajnych réwnan rézniczkowych.
Wykorzystanie w  réwnaniach  stanu  obwodoéw
elektromagnetycznych odwrotnych dynamicznych
przenikalnosci magnetycznych daje mozliwosé opisywania

rzeczywistych proceséw fizycznych w analizowanym
urzgdzeniu z maksymalnym stopniem adekwatnosci.

Autorzy: dr hab. inz. Andriy Chaban, prof. URad., Uniwersytet

Radomski, Wydziat Transportu, Elektrotechniki i Informatyki,
ul. Malczewskiego 29, 26-600 Radom, Katedra Systemow
Elektrycznych, Lwowski Narodowy Uniwersytet Ekologiczny,

ul. W Wielkiego 1, Dubliany, Politechnika Lwowska, ul Bandery 12,
Lwoéw, Ukraina, E-mail: atchaban@gmail.com; dr inz. Andrzej
Szafraniec, prof. URad., Uniwersytet Radomski, Wydziat
Transportu, Elektrotechniki i Informatyki, ul. Malczewskiego 29, 26-
600 Radom, e-mail: a.szafraniec@uthrad.pl; dr inz. Vitaliy
Levoniuk, Katedra Systeméw Elektrycznych, Lwowski Narodowy
Uniwersytet Ekologiczny, ul. W. Wielkiego 1, Dubliany, e-mail:
bachal991@ukr.net; dr inz. Andrzej Erd, Uniwersytet Radomski,
Wydziat  Transportu,  Elektrotechniki i  Informatyki,  ul.
Malczewskiego 29, 26-600 Radom, E-mail: a.erd@uthrad.pl; dr inz.
Marek Chmiel, Wydziat Elektryczny, Politechnika Czestochowska,

42-201 Czestochowa, al. Armii Krajowej 17, E-mail:
marek.chmiel@pcz.pl.

LITERATURA
[1] Chaban A, Hamilton-Ostrogradski Principle in

Electromechanical Systems; Soroki, Lviv, Ukraine, (2015), 488

[2] White D.C., Woodson H.H., Electromagnetic Energy
Conversion, John Wiley & Sons Inc, New-York, (1958)

[3] Czaban A., Lis M., Szafraniec A., Chrzan M., Levoniuk V.,
Interdisciplinary modelling of transient processes in local
electric power systems including long supply lines of distributed
parameters, |IEEE Xplore, Applications of Electromagnetics in
Modern Techniques and Medicine (PTZE), (2018), 105-108

[4] Yang W., Pan Y., Qiu Z., Zhai G., Electromagnetic transient
model and field-circuit coupling numerical calculation of Sen
transformer based on finite-element method, Electric Power
Systems Research, Volume 214, Part B, (2023), No. 108941

[5] Jang S. M., Koo M. M., Park Y. S., Choi J. Y., Characteristic
analysis on permanent magnet synchronous machines with
three types of diametrically magnetized rotors under magnetic
circuit construction conditions, IEEE Xplore, Vehicle Power and
Propulsion Conference (VPPC), (2012)

[6] Szafraniec A., Modelowanie matematyczne proceséw
oscylacyjnych w napedzie elektrohydraulicznym o podatnej
transmisji ruchu, Przeglgd Elektrotechniczny, 93 (2017) nr 12,
167-170

[7] Jing L., Yang K., Gao Y., Kui Z., Min Z., Analysis and
Optimization of a Novel Flux Reversal Machine with Auxiliary
Teeth, Energies, (2022), No. 15, 8906

[8] Luo M., Dujic D., Allmeling J., Leakage flux modelling of multi-
winding transformer using permeance magnetic circuit, |IEEE
Applied Power Electronics Conference and Exposition (APEC),
(2016)

[9] Roppert K., Toth F., Kaltenbacher M., Modeling Nonlinear
Steady-State Induction Heating Processes, |IEEE Transactions
on magnetics, 56, (2020), No. 3, 7513904

[10]Tzeng J. T., Hsieh K. T., Electromagnetic analysis of composite
structures subjected to transient magnetic fields, Journal of
Composite Materials, 54(6) (2020), 745752

[11]Wajnert D., Tomczuk B., Simulations of Transients in a Four-
Pole Magnetic Bearing with Permanent Magnets, Sensors,
(2024), No. 24, 1402

[12]Bjeli¢ S., Bogicevi¢ Z., Computer Simulation of Theoretical
Model of Electromagnetic Transient Processes in Power
Transformers, 1.J. Information Technology and Computer
Science, 01 (2014), 1-12

[13]Chaban A., Lis M., Szafraniec A., Levoniuk V., Mathematical
modelling of transient processes in a three phase electric
power system for a single phase short-circuit, Energies, 15
(2022), No. 3, 1126-1143

PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 101 NR 2/2025 35


mailto:bacha1991@ukr.net
mailto:a.erd@uthrad.pl

