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Niepewnos¢ jednoczesnego pomiaru dwoma miernikami

Streszczenie. W artykule, na podstawie definicji, przedstawiono szacowanie niepewno$ci jednoczesnego pomiaru tej samej wielkosci dwoma
miernikami. Zaprezentowano zalezno$ci ztozonej niepewno$ci standardowej pomiaru dla ogdélnego przypadku rozktadéw jednostajnych jednak
roznych warto$ci maksymalnego btedu dopuszczalnego miernikow. Wykazano, ze ztozona niepewno$c standardowa zalezy od réznicy wskazan
miernikbw i zmniejsza sie wraz ze wzrostem tej roznicy.

Abstract. In the article, on the basis of definition, a method of calculating the uncertainty of simultaneous measurement of the same quantity by two
measuring instruments is given. The dependence of the combined standard uncertainty of measurement for the general case of uniform distributions
but different values of the maximum permissible error of meters is presented. It is shown that the combined standard uncertainty depends on the
difference in the readings of the meters and decreases as the difference increases. (Uncertainty of simultaneous measurement by two

measuring instruments)
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Wstep

W stosunku do wykonywanych oficjalnie pomiaréw o
dowolnej dokfadnosci i we wszystkich dziedzinach - od
pomiaréw handlowych do pomiaréw naukowych -
wymagane jest szacowanie ich niepewnos$ci [1]. W tym
dokumencie niepewno$¢ pomiaru zdefiniowano jako:
parametr, zwigzany z wynikiem pomiaru, charakteryzujgcy
rozrzut wartosci, ktére mozna w uzasadniony sposob
przypisa¢ wielkosci mierzonej. W tym miejscu nalezy
sprecyzowaé, ze chodzi o rozrzut mozliwych wartosci
wielkosci mierzonej wokét wyniku, a nie na odwrét. Wedtug
tej definicji formalnej, niezaleznie od sposobu szacowania,
w petni poprawne obliczanie niepewnosci mozliwe jest przy
znajomosci rozktadu prawdopodobienstwa p(X|xm), ktdry
opisuje rozrzut mozliwych wartosci wielkosci mierzonej X
wokot uzyskanego wyniku pomiaru xm. Wtedy niepewnosé
standardowa wyznaczana jest wedtug wzoru:

(1) u(X|x,) = | [(X =m)? p(X|x,)dX .

W zaleznosci (1) wynik pomiaru xm jest znany, tj., nie
jest losowy, natomiast mozliwe wartosci X wielkosci
mierzonej, jako parametru potozenia populacji, nie sg znane
i nalezy je interpretowaé jako losowe, skupione wokot
wyniku xm i opisywane rozktadem p(X]xm). Natomiast w
teorii estymacji [2] w zastosowaniu metrologicznym, jest
odwrotnie, przyjmuje sie, ze wartos¢ parametru X populaciji
jest nielosowa, a mozliwe wartosci x estymatora parametru
potozenia, ktére interpretowane sg jako mozliwe wartosci
wyniku pomiaru, przyjmowane sg jako losowe, dla ktérych
poszukiwany jest rozktad p(x|X) przy zadanej wartosci X.

Kazdy pomiar wykonywany jest za pomoca
odpowiednich narzedzi pomiarowych, w najprostszym
przypadku — miernikéw. Producenci miernikéw sg

zobowigzani podawac informacje, na podstawie ktérych
mozna oszacowac niepewnos¢ wykonanego pomiaru [1].
Jest oczywiste, ze najbardziej petng charakterystyka bytby
rozktad prawdopodobienstwa p(A|X) mozliwych wartosci
btedow miernika A=xm-X. Ogdlnie mdwigc, rozktad p(4|X)
jest rozktadem p(xm-X]X) mozliwych wartosci wyniku xm przy
zadanej wartosci wielkosci mierzonej X. Ten rozktad
najczesciej jest symetryczny wzgledem s$rodka, a jego

punktem odniesienia jest znana wartos¢ wielkosSci
mierzonej X.
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Do wyznaczania rozktadu p(4]X) nalezatoby
przeprowadzi¢ na szerokg skale badania miernikéw danego
typu, podobne do tych, jakie sg wykonywane podczas ich
kalibracji. Wytworcy aparatury pomiarowej praktycznie
nigdy nie podajg takiego rozktadu prawdopodobiehAstwa. W
przypadku braku znajomosci rozktadu p(A|X) najczesciej
przyjmuje sie rozktad jednostajny, jako najgorszy [1].

W tej pracy analizowane bedg pomiary z praktycznie
stabilnymi wskazaniami miernikéw, ich niestabilnos¢ nie
przekracza kilku cyfr najmniej znaczacych, tj. do
szacowania niepewnosci nie bedzie stosowana metoda
statystyczna (typu A). Natomiast niepewnos¢ bedzie
szacowana tylko metodg typu B, bazujgcg na danych
wytwaorey miernikow, tj. na ich MBD [1].

Wtedy wedtug [1] w zaleznosci od posiadanej informacji
przyjmuje sie pewny rozkfad w granicach +Awmsp:

- X<
@  plax)-—— {'x’" K Auo,
2-Aysp |0, inaczej.

Jesli podczas pomiaru uzyskuje sie wynik xm, i znany
jest omawiany wyzej rozktad p(A|X)=p(xm-X|Auso), wtedy
wokot wyniku xm uzyskuje sie przedziat mozliwych wartosci
wielkosci mierzonej X opisywany rozktadem p(X-xm|Auso), W
ktorym punktem odniesienia jest wartos¢ wyniku xm
(Rys. 1). Na Rys. 1a pokazano przypadek ogdiny rozktadu
mozliwych wartosci wielkosci mierzonej wokét uzyskanego
wyniku, a na Rys. 1,b — rozkiad jednostajny w przedziale
+Amsp wok&t xm. Nalezy podkreslic, Ze poniewaz w
pomiarach praktycznych wartos¢ X nie jest znana, rozktady
na Rys.1 nie opisujg wartosci btedéw pomiaru, a
niepewnos¢ pomiaru tej wielkosci przy zaobserwowanym
wyniku xm oraz znanych warto$ci MBD miernikow.

a b
P(X~Xm| Amzp) P(X-Xm| Amap)
Xm X Xm X
Xn-Dveo ‘ Xm +AMBD Xm-Amsp Xm+Awmsp
Rys. 1. Rozktad mozliwych  wartosci  mierzonych  przy

zaobserwowanym wyniku Xxm oraz znanych warto$ciach *Awsp:
a — przypadek ogolny, b —rozktad jednostajny.
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Wielokanatowe pomiary

Pomiary tej samej wielkosci kilkoma miernikami tego
samego lub réznego typu, czy kilkoma torami (kanatami)
pomiarowymi, najczesciej wykorzystuje sie w celu
zwigkszenia niezawodnosci pomiarédw lub zwiekszenia ich
doktadnosci [3] - [5]. Niezawodnos¢ pomiaréw jest bardzo
wazna przy funkcjonowaniu obiektéw, poprawna praca
ktérych ma bardzo wazne znaczenie dla spoteczenstwa lub
ktérych awaria moze spowodowac niebezpieczne skutki,
lub na obiektach trudno dostepnych. Do zwigkszenia
niezawodnos$ci pomiaréw na takich obiektach najczesciej
wykorzystuje sie nadmiarowos¢ lub redundancyjnosé [3] -
[5]. Jest to ogdlne podejscie do zapewnienia niezawodnosci
roznych systemow technicznych, w tym energetycznych,
oraz zwigzanych z nimi proceséw informatycznych [6] - [8].

Jednym z najprostszych rozwigzan jest rozmieszczenie
na obiekcie monitorowanym kilku sensoréw pomiarowych
[3] - [5], dzieki temu uszkodzenie czedci z nich nie
spowoduje catkowitej utraty informacji o odpowiednim
parametrze obiektu. Jest oczywiste, ze stosujgc takie
rozwigzanie, w petnym zakresie niezawodno$¢ moze byc¢
zapewniona, jesli kazdy sensor bedzie wyposazony w
oddzielne niezbedne elementy toru przetwarzania sygnatu
(. kazdy sensor jest czescig oddzielnego kanatu
pomiarowego). Na ogdét niekoniecznie wszystkie sensory
oraz odpowiednie uktady kondycjonowania ich sygnatéw
powinny byé tego samego typu, w pewnych przypadkach
zapewnienie  niezawodnosci  pomiarbw moze  by¢
zapewnione jesli sensory i odpowiednie tory pomiarowe sg
zbudowane na catkiem roznych prawach fizyki. Na przyktad
awaria systemu zasilania elektrycznego moze powodowaé
brak wynikéw pomiaru z miernikdw elektrycznych,
natomiast mierniki dziatajgce na zasadzie czysto
mechanicznej lub hydraulicznej, itp., moga dostarczyé
potrzebne dane pomiarowe.

Pomiary z wieloma miernikami stosowane sg tez w

przypadku, kiedy dokladnos¢ pomiaru pojedynczym
miernikiem nie jest wystarczajgca. Stosowanie kilku
miernikow  zapewnia  randomizacje = wskazan, {j.,

wystepujgcych w nich oddzialywan systematycznych.
Opracowanie randomizowanych w taki sposéb wynikow

moze zapewni¢ zwigkszenie dokfadnosci pomiaru w
rozumieniu zmniejszenia niepewnosci.

Nalezy rozrézni¢ omawiane wyzej pomiary z
rébwnolegtym pomiarem wielkosci mierzonej kilkoma

miernikami czy kanatami pomiarowymi od powszechnie
wykorzystywanych i bardzo dobrze teoretycznie
uzasadnionych pomiaréw z wielokrotnymi obserwacjami tej
samej wielkosci mierzonej wykonywanych szeregowo w
czasie [1]. Zwykle klasyczna metoda pomiaréw z
wielokrotnymi obserwacjami zaklada, Zze obserwacje s3g
losowe, najczesciej nieskorelowane i sg podporzadkowane
temu samemu rozktadowi prawdopodobienstwa, inaczej
mowigc, pobrane z tej samej populacji [1].

W odniesieniu do pomiaru dwoma (na ogét wieloma)
miernikami klasyczne podejscie do oceny niepewnosci
pomiaru zazwyczaj wykonywane jest na zasadzie pomiaréw
posrednich [1]. Mianowicie, w klasycznym podejsciu [1]
podczas pomiaru dwoma miernikami o roznych wartosciach

MBD Awmep1 oraz Awmepz przy zaobserwowanych
wskazaniach x1 oraz x2 miernikbw najlepszy wynik
zapewniajacy najmniejszg ztozong niepewnosc¢

standardowg wyznaczany jest jako wartos¢ wazona obydwu
wskazan ze wspotczynnikami wagowymi a1, az:

(3) X, = @X) + Xy ,
gdzie wspotczynniki wagowe sg wyznaczane na podstawie

niepewnosci standardowej kazdego wyniku i z warunku
minimalnej wartosci ztozonej niepewnosci pomiaru:
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2
@ —a= Ayspa
1=4=5 2 ;
Aot + Nusp:
4) A2
a,=1-a= MBDIZ

=— ]
Aot + Nusp2

Na podstawie (3) i (4) wyznaczona w klasyczny sposob
ztozona niepewnos¢ standardowa pomiaru dwoma
miernikami jest rowna:

, 1 A -A
(5) ul (X) _ ﬁ ;\/1301 MzBDz
\/ Avspr + Avisp2
i jest niezalezna od wskazan miernikow.
W przypadku jednakowych MBD ztozona niepewnosc¢
standardowa ma postac¢:

A
6 u' (X)=—=MED
(6) (X) G
tj. jest o pierwiastek z dwdch mniejsza od niepewnosci
pomiaru pojedynczym miernikiem.

Jednak takie podejscie do szacowania niepewnosci
pomiaru dwoma miernikami nie odpowiada definicji
niepewnosci, poniewaz zaktada sie, ze przy
zaobserwowanych  wskazaniach  miernikbw  wartosci
wielkosci mierzonej sg niezalezne pomiedzy sobg. W
rzeczywistosci, poniewaz mamy jednoczesny pomiar tej
samej wielkosci dwoma miernikami, mozliwe wartoSci
wielkosci mierzonej powinny byé wyznaczone na podstawie
wspolnej analizy niepewnosci pomiaru tymi miernikami oraz
wzajemnego usytuowania ich wskazan.

W [7] przedstawiono wyniki badania niepewnosci
pomiaru dwukanatowego przy zatozeniu jednakowych
rozkladéow oraz jednakowych wartosci MBD dwdch
miernikéw. Jest to pewne uproszczenie, ktére czesto nie
jest spetnione, poniewaz w takich pomiarach mogg byé
wykorzystane mierniki lub tory pomiarowe o réznych
parametrach, a nawet, jak bylo zaznaczone wyzej,
dziatajgce na roznych prawach fizycznych.

Celem pracy jest szacownie wedtug definicji
niepewnosci jednoczesnego pomiaru wielkosci dwoma
miernikami o réznych wartosciach MBD oraz poréwnanie
niepewnosci z wartoscig obliczong metoda klasyczna.

Niepewnos$¢ pomiaru wielkosci dwoma miernikami o
réznych wartosciach MBD

Zatozymy, ze mierniki charakteryzujg sie réznymi
wartoSciami  MBD: Awmsp1>Amsp2, oraz jednostajnymi
rozktadami wartosci btedébw w przedziatach wartosci
odpowiednio *Awmsp1 oraz *Awmsp2. Jest oczywiste, ze
podczas pomiaru wielkosci X w ogéinym przypadku rézne
wskazania obydwu miernikow xs oraz x2 mieszczg sie w
granicach ich MBD, tj., odpowiadajg warunkom:

X=Ayppr S S X +Ayppis

X=Ayppr Sx < X +Appps -

()

miernikdw
mierzonej

Przy  zaobserwowanych  wskazaniach
rozktady = mozliwych  wartosci  wielkosci
p(X|x1,AmBp1),  p(X|x2,Amsp2)  pokazano na  Rys.2
odpowiednio kolorami niebieskim i czerwonym. Jest
oczywiste, ze w tym przypadku mozliwe wartosci wielkosci
mierzonej X powinny odpowiadac jednoczesnie obydwu tym
rozktadom, tj., znajdowacC sie we wspdlnej czesci tych
rozktadow, zaznaczonej na Rys. 2 kolorem zielonym.
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=(X1+x2)/2
y =xr+x2) p(X|x2,Avepz)
Pp(X|x1,Aumep1)
1
A
X1-BveD1 X1 Xm (X2 X2+Awmsp2
1
Xz-Dso2 - dAJ:d X1+AwmsD1
< v . v
1

Rys. 2. Interwat niepewnosci pomiaru tej samej wielkosci dwoma
miernikami o roznych wartosci MBD.

Z Rys.2 wynika, ze zakres mozliwych wartosci X
wielkosci mierzonej, ktéry jest interwatem niepewnosci
pomiaru tej wielkosci, spetnia warunek:

(8) Xy = Ayppr S X <X +Ayppy -

Srodek tego interwatu, jako najlepsza warto$é wyniku
pomiaru, wynosi:

@) x, = XX + Avspr —Amspo =yt A vspr — Ausp:
" 2 2 2 ’
gdzie y=(x1+x2)/2 jest warto$cig $rednig wskazan

miernikow. Wedtug (8) i Rys. 2 potowa szerokosci interwatu
niepewnosci d jest rowna:

MTX Avppi +Ayppy _ Aumppi +Auspo .

10 d=
(1) 2 2 2

gdzie v=(x2-x1)/2 jest potowg réznicy wskazan miernikéw.

Z (9) widac¢, ze jesli stosuje sie mierniki o roznych
wartosciach MBD: Ausp1#Amspz, wtedy wartos¢ najlepszego
wyniku pomiaru (xm) nie jest réwna wartosci Sredniej
wskazan obydwu miernikdw (y), a jest przesunieta
wzgledem tej wartosci o warto$¢ potowy réznicy MBD:
(Avep1-Amep2)/2.  Tylko przy stosowaniu miernikow z
jednakowymi wartosciami MBD (Awmsp1=Amsp2) warto$é
Srednia wskazan jest najlepszym wynikiem pomiaru xm=y.

Na ogot wskazania miernikdw mogg by¢ usytuowane w
inny niz pokazany na Rys. 2 spos6b, mianowicie mozliwe
jest, ze x2<x1 czy x2=x1 itp. To znaczy, ze potowa rozstepu v
wskazan miernikow moze mie¢ rozne wartosci i znaki.
Jednak maksymalny zakres zmienno$ci potowy rozstepu
wynosi +(Amsp1+Amsp2)/2. Dlatego w ogdélnym przypadku
przy zatozeniu Amsp12Amsp2 potowa szerokosci interwatu
niepewnosci w zaleznosci od modutu potowy rozstepu |v|
wskazan miernikow moze by¢ opisana wzorem:

(11) J- {AMBDZ» 0< |V| SAuvspy s
M Ao <M< Aysps

— AMBDI — AMBDZ

_ Avspi + Ayspo A
— . Bwp, =
’ 2

gdzie Ayps = 2

Zalezno$¢ (11) pokazano na Rys. 3. Jesli stosuje sie
mierniki o jednakowej wartosci MBD (Awmsp1=Amsp2=Amsp),
wtedy zalezno$¢ trapezowa (11) przeksztalca sie w
trojkatng (Rys. 4):

(12)

d- Ayep —|v|, 0S|v|£ Ayap »
0, inaczej .
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d 4 Auso

%

-(Avep1+Avep2)/2 0
-(Avep1-Amep2)/2

(Amep1+Amep2)/2
(Avep1-Amsp2)/2

Rys. 3. Zalezno$¢ potowy szerokosci interwatu niepewnosci od
potowy réznicy wskazan miernikow.

Awmsp

v

0 JATVEEN)

'AMBD

Rys. 4. Zalezno$¢ potowy szerokosci interwatu niepewnosci od
potowy réznicy wskazan miernikéw o jednakowych MBD.

Ztozona niepewnos¢ standardowa pomiaru dwoma
miernikami

Jak wida¢ z Rys. 2, przy roznych szerokosciach (2d)
interwat niepewnosci ma ksztatt prostokatny, tj., mozliwe
wartosci wielkosci mierzonej X opisywane sg rozktadem
jednostajnym, jednak o réznej szerokosci (12):

1 |1, 0<pv<A ,
(13)  p(X|d)=—- < Auss
2d |0, inaczej .
Na podstawie (13) i (11) zlozona niepewnos¢
standardowa pomiaru dwoma miernikami jest réwna

ue(X)=di3, tj.:

(14)  u(X)=— 0= < Ao,

NG

To znaczy, ze ztozona niepewnos¢ standardowa zalezy
od modutu polowy rozstepu wskazan miernikéw |v| i
wartosci MBD wykorzystywanych miernikbw. ZtoZzona
niepewnosc¢ standardowa (14) jest pokazana linig ciggtg na
Rys. 5, z ktérego wynika, ze ksztalt zaleznosci niepewnosci
powtarza ksztatt zaleznosci d (11) od v.

W przypadku miernikéw o jednakowych MBD zgodnie z
(12) niepewnos¢ standardowa pomiaru opisywana jest
wzorem:

1 |Aygpos
v

Avsp,s =V Avsp, S |V| <Ayppys -

(15)

T PR

\/5 0, inaczej .
Na Rys. 5 ta zaleznos¢ jest pokazana linig kreskowang.

u(X|v) 4 AuspN\3

~
~
~

0 (AMBD1 'AMBDZ)/Z (AMBD1 "'AMBDQ)/2

Rys. 5. Zalezno$¢ ztozonej niepewnosci standardowej od potowy
rozstepu wskazan miernikdw: przypadek ogoélny - linia ciggta,
mierniki o jednakowych MBD - linia kreskowana.
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Poréwnanie wartosci niepewnosci z wartosciami
wyznaczonymi na podstawie podejscia klasycznego

Wyrazimy wartosci MBD miernikow w nastepny sposéb:
Amsp1=Amsp, Amsp2=a-Amsp1=a-Amsp, gdzie 0=as1. Wtedy
ztozona niepewnos¢ standardowa (14) ma postac:

o e OSAM sl_Ta,
(16) x)= 2msD MBD
T e b rma W rra
2 AMBD, 2 _AMBD_ 2

Natomiast niepewnos¢ standardowa (5) w metodzie
klasycznej jest rowna:

i)

_T\/1+a2 -

Na Rys. 6 przedstawiono zaleznosci niepewnosci (16) i
(17) dla czterech wybranych wartosci a: 1, V%, Y5 oraz V4. Z
przedstawionych na tym rysunku wykresow widaé, ze
obliczona wedtug definicji niepewnos¢ standardowa
zmniejsza si¢ przy zwiekszeniu roznicy wskazan miernikdw
i jest mniejsza od statej wartosci niepewnosci obliczonej
metodg klasyczng. Natomiast przy zblizonych wskazaniach
miernikéw, tj. matej réznicy wskazan, niepewnos¢ wedtug
metody klasycznej jest nieco mniejsza. Przy a=1,...,1/2
(Rys. 6a,6b) jesli |v|/Amep>=1/3, wtedy oczekuje sie
mniejszej wartos¢ niepewnosci standardowej w poréwnaniu
z wartoscig uzyskang metodg klasyczng. Jednak, jesli MBD
jednego z miernikéw staje coraz mniejszy od MBD drugiego
(a maleje), wtedy przy malych réznicach wskazan
miernikéw niepewnosci obliczone obydwoma sposobami sg
bliskie siebie. Przy matych wartosciach a=<1/3, tj. jesli
jeden z miernikéw jest okoto 3 krotnie dokfadniejszy od
drugiego, maksymalne wartoSci ztozonej niepewno$ci
standardowej obliczonych obydwoma sposobami sg bliskie
siebie (Rys. 6¢,6d). Zmniejszenie niepewnosci obliczonej
wedtug definicji w poréwnaniu z wartoscig obliczong
klasyczng metodg wystepuje w tym przypadku przy okoto
|vl/AmBp=>0.33,...,0.4.

(17)

— (X, 0,V) se e eU(X Q)
0.6 5] 03 5
0.5 a=1 R R
=1
L e N e 02 a=%
0.3
0.2 0.1
0.1 v )
0 0
0 02 04 06 08 1 0 0.25 05 075
0.3 0.2
a=Y ¢ a=Ya d
02 -------------- L N R )
0.1
0.1
v
0 0 v
0 0.22 044 067 ¢ 0.21 042 063
Rys. 6. Poréwnanie ztozonych niepewnosci standardowych

pomiaru dwoma miernikami obliczonych wedtug definicji (uc(X,a,v))
oraz metodg klasyczng (u's(X,q)).
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Podsumowanie

Poniewaz wedlug definicji niepewno$¢ pomiaru
wyznaczana jest przez rozktad prawdopodobienstwa
mozliwych wartosci wielkosci mierzonej wokét uzyskanego
wyniku, dlatego podczas pomiaru wielkosci dwoma
miernikami ten rozktad i stgd poprawna wartos¢ ziozonej
niepewnosci standardowej zalezne sg od wzajemnego
usytuowania wskazan oraz wartosci MBD tych miernikow.
Tj. niepewnos$¢ standardowa pomiaru jest funkcjg modutu
potowy réznicy wskazan miernikow.

Przy réwnych wskazaniach obu miernikow (x2=x1)
ztozona niepewnos¢ standardowa jest réwna niepewnosci
standardowe;j okreslonej na podstawie MBD
doktadniejszego miernika. Ta warto$¢ jest wieksza o
pierwiastek z dwdch od niezaleznej od wskazan miernikow
niepewnosci obliczonej metodg klasyczna.

Z drugiej strony, gdy odstep miedzy wskazaniami
miernikow wzrasta, obliczona wedtug definicji niepewnos¢
standardowa maleje. Teoretycznie niepewnos¢ dazy nawet
do zera, jesli potowa roznicy wskazan obu miernikéw
przyjmuje maksymalng warto$¢ réwng $redniej wartosci
MBD obydwu miernikow. Jesli MBD jednego z miernikow
nie jest ponad dwukrotnie mniejsza od MBD drugiego,
wtedy, jesli potowa roznicy wskazan jest wieksza od okoto
1/3 od wartosci $redniej MBD, niepewnosé wedtug definiciji
jest mniejsza od niepewnosci klasyczne;j.

Jesli doktadnos¢ jednego z miernikéw jest ponad
dwukrotnie wieksza od drugiego, wtedy przy matych
réznicach wskazan miernikéw obydwie metody dajg w
przyblizeniu tg sama niepewnosé¢, roéwng niepewnosci
obliczonej wedtug doktadniejszego miernika. Jesli potowa
réznicy wskazan jest wieksza od okoto 0,4 od wartosci
$redniej MBD, niepewnos$¢ wedtug definicji jest mniejsza od
niepewnosci klasycznej.
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