1. Zygmunt Lech WARSZA", 2. Jacek PUCHALSKI 2, 3. Tomasz WIECEK?

Polskie Towarzystwo Metrologiczne (1), Gtéwny Urzad Miar (2), Politechnika Rzeszowska, Zaktad Optyki Stosowanej
ORCID:1. 0000-0002-3537-6134; 2. 0000-0002-5055-8550; 3. 0000-0002-4776-9357

doi:10.15199/48.2024.12.55

Metoda ze zmiang zmiennych dla dopasowania funkcji

nieliniowych do danych pomiarowych i ich niepewnosci

Streszczenie. W artykule przedstawiono metode wyznaczania parametréw i oceny pasm niepewnoS$ci funkcji nieliniowych dopasowanych do danych
pomiarowych w badanych punktach. Wykorzystuje sie w niej linearyzacje funkcji przez zmiane zmiennych i regresje linowa. Podano przyktady
wyznaczania tg metodg parametréow i pasm niepewnosci funkcji nieliniowych o réznych postaciach, w tym uwazanych dotychczas za nienadajgce sie
do linearyzacji oraz uwiktanych. Omoéwiono zakres stosowania tej metody w metrologii i technice pomiarowej.

Abstract. The article presents a method for determining the parameters and evaluation of the uncertainty bands of nonlinear functions matched to
the measurement data of the tested points. It uses the linearization of functions by variable change and linear regression. Examples of determining
the parameters and uncertainty bands of nonlinear functions of various forms, including those previously considered unsuitable for linearization and
implicit function, are given. The scope of application of the method in metrology and measurement technology is discussed.

Variable Swap Method for Fitting Nonlinear Functions to Measurement Data and Their Uncertainties

Stowa kluczowe: regresja liniowa funkcji nieliniowych, dopasowanie do danych mierzonych, kryterium wazonych najmniejszych kwadratéw

WTLS, pasmo niepewnosci.

Keywords: linear regression of nonlinear functions, fit to measured data, WTLS weighted least squares criterion, uncertainty band.

1. Wstep
W praktyce metrologicznej (np. wzorcowanie i
sprawdzanie okresowe oraz badania charakterystyk

systeméw, przyrzadoéw i czujnikdw pomiarowych) nalezy
wyznacza¢ rzeczywiste wartosci parametrow i ich
niepewnosci. Charakterystyki nominalne wielu czujnikow,
przetwornikbw i przyrzadéw pomiarowych, a takze
zaleznosci parametréw badanych zjawisk, wilasciwosci
materiatdw, charakterystyki urzadzen i ich elementéw
opisuje sie funkcjami nieliniowymi. Charakterystyki te i ich

niepewnosci s rowniez porownywane z danymi
nominalnymi, by sprawdzi¢ spetnianie okreslonych
wymagan. Konieczne jest wodwczas wyznaczenie

parametrow funkcji nieliniowych dopasowanych do danych
pomiarowych, a takze oszacowanie ich niepewnosci
wyznaczonych zwykle wedtug zalecen Przewodnika GUM [1]
i jego Suplementéw. Parametry tylko nielicznych funkcji
nieliniowych np. parabol, mozna analitycznie dostosowac¢ do
danych pomiarowych. Istnieje tez wiele wyspecjalizowanych
metod i algorytméw numerycznych [2-7]. Najstarszg jest
metoda Gaussa—Newtona z 1809 r. Nastgpnie powstaty
metody quasi-newtonowskie Davidsona, Fletchera i Powella,
Levenberga—Marquardta, metody BFGS oraz ogélna metoda
numerycznego rozwigzywania rownan  nieliniowych
Raphsona—Newtona. Metody te sg skomplikowane i nie na
tyle uniwersalne, by stosowac je szeroko w metrologii i w
pomiarach rutynowych. Dlatego tez dla dopasowywania
funkcji nieliniowych do danych pomiarowych priorytet dajemy
omawianej w tej pracy metodzie z linearyzacja funkcji przez
zmiane zmiennych jako dosy¢ prostej, wystarczajgco
doktadnej i uniwersalnej [9 -12].

Gtéwnym narzedziem matematycznym do dopasowywa-
nia parametrow funkcji do zmierzonych wartosci
wspotrzednych badanych punktéw jest metoda regres;i
liniowej. Jest ona liniowa wzgledem poszukiwanych
parametréow tej funkcji. Z pomiaréw otrzymuje sie
wspoirzedne badanych punktéw, a z informacji o obiekcie
mierzonym i uzytej w eksperymencie aparaturze pomiarowe;j
- ich niepewnosci standardowe i rozszerzone oraz
wspotczynniki korelacji wzajemnych i autokorelacji wynikéw
pomiarow. Niepewnosci mierzonych punktow nalezy
szacowac wedtug zasad przewodnika o ang. akronimie GUM
[1]. Wyznacza sie parametry funkcji opisujgcej eksperyment
i obiekt badany oraz granice jej pasma (korytarza)
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niepewnosci o okreslonym prawdopodobienstwie. Jako
kryterium stosuje sie rézne warianty najmniejszej sumy
kwadratéw, w tym jego najbardziej ogdlng wazong postac
¢y 0 akronimie WTLS (ang. weighted total least squares).
Wartos¢ funkcji kryterialnej ¢,, dla dopasowania n-
wymiarowych wektoréw odchylen 4X i AY wspétrzednych
punktow badanych od funkcji poszukiwanej opisuje
macierzowe réwnanie z odwrécong gtowng macierzg
kowariancji U™ :

1) ¢y (AX, AY) = [AX, AY] [(Z{‘Y U’“’]_l [j’;] > min

Uy
. . . . . _[Ux Uxy
gdzie: elementami macierzy gtéwnej U =| r
. UXY UY
macierze n x n:
2
uxl pxlnux1uxn
(1a) Ux = - :
| pxlnuxnux1 uxn
2
u}’1 'DZV1nuy1u3"rL
2
,pylnu.'}’nulﬁ uyn
pr1y1ux1u3’1 pan1uxnuY1
(10) UXY —
L plenuxluyn pxnynuxnuYn

Wzér (1) uwzglednia dane pomiarowe wszystkich badanych
punktéow, ich niepewnosci standardowe i kowariancje
wynikow pomiaréw ich wspétrzednych. Macierze Uy, Uy i
Uyxy zawierajg niepewnosci standardowe
wspotrzednych x;, y; i wszystkie mozliwe kowariancje o
wspotczynnikach autokorelacji py,,, Py; i korelacji wzajemnej
Pxiy; daijkl=1,..n

Wiasciwe  dopasowanie  do  danych punktow
pomiarowych okreslonej krzywej, nawet o prostej postaci
y = f(x), osigga sie dla minimum globalnego jednej lub obu
zmiennych x, y wedtug funkcji  kryterialnej  (1).
Zastosowanie kryterium najmniejszych kwadratéow, w tym o
postaci WTLS, dla réznych przypadkéw dopasowania funkcji
liniowych do danych pomiarowych metodg regresiji liniowej
omowiono w [4 - 7], [P4 - P7]. Regresje te mozna stosowaé

Uxir Uyj
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bezposrednio tylko dla nielicznych funkgji nieliniowych, tj. dla
rozwijalnych w szereg potegowy. Dla wiekszosci funkcji
nieliniowych brakuje metod analitycznych i trzeba stosowaé
rézne metody numeryczne [2].

Znacznie mniej ograniczen ma omawiana ponizej
metoda z linearyzacjg funkcji nieliniowej przez zmiane jej
zmiennych. Na przyktad nieliniowg funkcje dwu zmiennych x
iy mozna zmieni¢ w liniowg przez wprowadzenie
odpowiednich nowych zmiennych &, 3. Nastepnie jej
parametry jako prostej dostosowuje sie do przeliczonych
wartosci wspétrzednych badanych punktéw dla minimum
wazonej Sredniej kwadratowej WTLS. Z parametrow tej
prostej i jej pasma niepewnosci wynikajg poszukiwane
parametry i pasmo niepewnosci funkcji nieliniowej.
Omoéwimy metode ze zmiang zmiennych i podamy kilka
przyktadow jej zastosowania.

2. Podstawy matematyczne metody zmiany zmiennych

Metoda, o proponowanej nazwie - zmiany zmiennych,
polega na przeksztatceniu funkcji nieliniowej F(x,y) =0 w
funkcjg liniowa w nowych wspotrzednych kartezjanskich ¢,
. Wspolrzedne badanych punktéw mierzy sie z
niepewnosciami  standardowymi  u; = /(uy; )% + (ug;)?
wyznaczanymi wediug zasad przewodnika GUM [1].
Niepewnosci u,; wynikajg ze statystyki rozproszenia
powtarzanych wynikow pomiarow kazdego punktu, a
niepewnosci ug; opisujg zrandomizowany wptyw na wyniki
nieznanych btedow systematycznych uzytych przyrzaddw i
urzgdzen o znanych dopuszczalnych wartosciach ich
btedéw. Szacuje sie tez wptywy autokorelacji i wzajemnych
korelacji tych wynikéw, jesli wystepujg one w pomiarach lub
sg spodziewane w przysziosci. Nastepnie znajduje sie
parametry linii  prostej dopasowanej do nowych
wspotrzednych &;, ; badanych punktéw wedtug kryterium
najmniejszych kwadratéw oraz wyznacza funkcje opisujgce
granice pasm (korytarzy) niepewnosci standardowej i
rozszerzonej tej prostej. Korzystajgc z funkcji odwrotnej
wigzgcej oba rodzaje wspétrzednych funkcji nieliniowej
wyznacza sie jej parametry i granice pasm niepewnosci w
uktadzie wspotrzednych X 0Y,

W praktyce pomiarowej stosuje sie wiele réznych
rodzajow eksperymentow pomiarowych. Najczesciej mierzy
sie tylko jedng wspotrzedng punktéw badanych, np. rzedng
v;, a wartosci drugiej, czyli odcietej x; sg zadawane
doktadnie. Jesli mierzy sie obie zmienne x i y, to zbiory ich
wynikéw mogg by¢ zaréwno nieskorelowane, jak i w réznym
stopniu skorelowane wzajemnie. Moze tez wystepowaé
autokorelacja dla kazdej wspotrzedne;.

Funkcje nieliniowe zmiennych x, y mogg mie¢ wiele
postaci. Autorzy sprawdzili zastosowanie linearyzacji metodg
zmiany zmiennych dla kilku réznych przykiadow funkciji
nieliniowych i réznych mozliwych sposoboéw zmiany
zmiennych. Wyznaczono warto$ci parametrow, ich
niepewnosci i pasma niepewnosci funkcji nieliniowych o
trzech rodzajach postaci:

* najprostsza - pomiary tylko zmiennej zaleznej y przy

zadawanych wartosciach zmiennej x, tj. y = f(x),

« funkcje zmiennych sg sobie réwne, tj. Y (y) = f(x),

 postac funkcji jest uwiktana H(x,y) = 0.

Omowimy zastosowanie metody dla kazdej z tych postaci.

Dla funkcji nieliniowej y = f(x) rownanie prostej w
nowych wspétrzednych 1, ¢ ma ogdlng postac liniowa:

) Y, B) = 6:8(x, B) + 6o

Parametry réwnania (2) dopasowuje sie metoda regresji
liniowej do danych pomiarowych badanych punktéw po
zmianie ich wspétrzednych na nowe y, ¢ wg kryterium
najmniejszych kwadratow WTLS. Z kryterium (1) wyznacza
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sie parametry 0, 8,, £ funkciji liniowej (2). Transformuje sie
tez funkcja zawierajgca macierz kowarianciji i bedzie wyrazac
niepewnosci w nowych wspotrzednych. Zaktada sie, ze sg
spetnione prawa propagacji btedéw i niepewnosci. Oznacza
to stosowanie tylko pierwszych pochodnych funkgcji przy ich
transformacji. Wskutek tego otrzymuje sie w przyblizeniu
identyczng wartosé funkgji kryterialnej dla regresji prostej w
nowych wspodtrzednych i dla dopasowania krzywej
nieliniowej w jej wspodtrzednych. Niepewnosci w nowych
wspotrzednych  kartezjanskich  wynikajg posrednio z
przyblizenia liniowego u(@) = |[¥'(v,A|uly) i u() =
[€"(x, B)|u(x). Wzor (1) przyjmuje postaé:

(3) ¢xy (AX, AY) =

Uy Ugy1™?
1 Yx XY 14 [AX] _
[AX,AY]LL [U)T(Y Uy] L L[Ay]~

U: Uzp)™?!
z¢¢g(Af,Aw,ﬁ)=[Af,m[ d “"] A%

Uiy Uy| lap
gdzie
{I(xllﬁ) 0 0 0
| o L Egem 0 .0
@ L= 0 0 Y'(y,B) 0 0
0 . 0 0 e Y OB

Dane pomiarowe punktow i macierze kowariancji w nowych
wspotrzednych wyznaczajg odpowiednio wartosci wektorow
§ i Woraz macierzy Ug, Uy, Ugp. Parametrem nieznanym
jest tu jedynie B. Aby zminimalizowa¢ funkcje kryterialng
¢ye nalezy wybrac statg wartos¢ B. Mozna przyjgc, ze
niepewnosc¢ tej operacji jest pomijalnie mata, tj. u(B) = 0.
Przeksztatcajgc wektory X, X,, AX =X — X, i Y, ¥, AY =
Y — Y, odpowiednio w wektory §, §,, A§=¢§—-§, i ¥, ¥,
AY =¥ — ¥, za pomocg wzorow (2) i (4) dla dopasowania
funkcji nieliniowej, otrzymuje sie uktad dwdch réwnan (5).
Opisujg one minimalizacje nowej funkciji kryterialnej ¢, i
réwnanie wektorowe punktéw proste;j.

{d)w;(Af, AY, ) - min

5
() Y,=0,§+6

gdzie: 6y = 6,[1, ...,1]7.

Poszukiwanie minimum prowadzi do spetnienia warunkow:

_ 0y _ 9bys _ 0bys _
(6) prd)!"f T Tass 0, 0, 0 96,
Pierwszy warunek rozwigzuje sie analitycznie. Otrzyma sie
lokalne  minimum  odwrotnej efektywnej  macierzy
kowarianc;ji:
(7) Uyerr = Uzp — (UTy + aUg )V (Uyz + alss)
i [U$ Uf‘l’]_ Z[Uu U12]

Uiy Uy Ul, Uzl’

oraz V= U11+01(UIZ +U12)+912U22.

Funkcja kryterialng wyraza sie zaleznoscig quasi-
kwadratowa:

5% SgS,
®)  bys(0) = 0,2 (S5 —2) + 2 (32 — 5 ) 6, + Sy -
5

S
gdzie: S =1TU}1 = ¥, 37 [ uyerr]i; > 0,
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Sll’ = 'PTU;fol = 1TU;elff'p, 51,01/) = q’TU}_relff &,
Sep = E Uyars® = WTUylpE 1 6 = (Sy — 61 S¢)/S.
Zalezno$c¢ funkciji kryterialnej ¢, (61) wg (8) jest quasi-

kwadratowa dla dowolnego B. Z réwnania (8) otrzymujemy
zwykle te same dwuwymiarowe charakterystyki funkciji

kryterialnej ¢z (61, ) oraz ¢y (6, f) - rysunek 1.

a) Yey (00, 8)

Yey (61, 6)

Rys. 1. Przyktady typowych charakterystyk funkgciji kryterialnej ¢z
z minimum lokalnym — czerwona linia i minimum globalnym —
czerwona kropka.: a) ¢y, (01, 8) b) pye (0o, B).

Granice pasma niepewnosci otrzymuje sie po
wyznaczeniu niepewnosci parametrow u(6,), u(6,), pg,e,
linii proste;j i jej wariancji. Stad:

@)  ud = (WR(0:)E(x, B) + 2,0, (x, B) u(6) u(6y) +
+u2(60))/ (')

3. Przyktady dopasowania funkcji nieliniowych

Skuteczno$¢ metody ze zmiang zmiennych dla
dopasowania réznych funkcji nieliniowych opisujgcych wyniki
pomiarow zbadano na kilku przyktadach. Wyznaczono
numerycznie charakterystyki niepewnosci rozszerzonej oraz
poréwnano parametry skorygowanych krzywych z krzywymi
nominalnymi. Wszystkie wyniki przedstawiono w tabelach i
na wykresach. Metodg analityczng z iteracja mozna
sprawdzi¢ jedynie parabole opisujgcg dane pomiarowe, w
ktérych nie ma korelacji [12].

Przyktad 1. Transformacja pojedynczej zmiennej x
Rozpatrzono dopasowanie do danych mierzonych

punktow krzywej dwuwyktadniczej o réwnaniu (1.1)"

(1.1) y=—=

a;—0az

[exp(—azx) — exp(=a1x)] + a3

Parametry nominalne: a; =1, a, = 0,1ia; = 0.
Wspétrzedne punktéow pomiarowych podano w tabeli 1.

Tabela 1. Wspoirzedne punktow pomiarowych dla krzywej
nieliniowe] okreslonej wzorem (1.1)

x| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y10,64/0,72|0,70/0,74/0,71)0,66]0,48]0,52|0,42]0,43

Pomiary wspétrzednych x i y wykonano z niepewnoscig
wzgledng & < 2%. Zastosowano nastepujgce podstawienia:

(1.2) §(x, aq, a3) = exp(—azx) — exp(—a;x)
(1.3) y =01 ¢(x,ar,a;) + 6

Prosta (1.3) we wspohrzednych y, ¢ ma nastepujgce
parametry:

a
0, =— =q
1 051‘“2‘ ﬁ 27

a, =p0,/(6,—1) i 0p=as.

1 Przyktady maja wtasng numeracje wzoréw poprzedzong ich nr na
poczatku.
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Rysunek 1.1 ilustruje dopasowanie funkcji nieliniowej (1.2)
do punktéw pomiarowych z tabeli 1 i jej pasmo niepewnosci.

0,80
y[V]

0,75 X Measurement points

--Fitted curve

0,70 Nominal curve

U+

0,65
—U-

0,60 /
0,55
0,50
0,45

0,40

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Rys. 1.1. Punkty pomiarowe x, krzywa nominalna i krzywa
dopasowana o parametrach: 6;,,;, = 1,1, 8,pmin=— 0,023, 1= Bnin =
1,04,

ay = Pmin(1 —1/61min) = 0,095 na  poziomie wartosci  funkcji
kryterialnej ¢znim= 129,59 oraz przedziat niepewnosci pomiaréw
skorelowanych dla macierzy kowariancji Uy i Uy ze wspoétczynnikami
korelacji 0,2 dla zmiennych x i y oraz dla korelacji wzajemnych - 0,2
(macierz kowariancji Uyy ze wspotczynnikami korelacji — 0,2).

Rysunek 1.2 pokazuje szeroko$¢ pasma niepewnosci

funkcji dopasowanej (1.2) i odlegtosci punktéw
pomiarowych do niej.
0,07
U,[v] X X measurement points
0,05 X L ] o U‘—
008 ] X X
0,01 =" T e eI
LS e e A
0,03 I L
0,05
X X x[V]
0,07
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Rys. 1.2. Punkty pomiarowe i przedziat niepewnosci pomiarow
skorelowanych dla macierzy kowariancji Uy i Uy o wspotczynniku
korelacji 0,2 dla zmiennych x i y oraz wspoétczynnik korelacji —0,2 dla
korelacji wzajemnych (macierz Uyy).

Przyktad 2. Transformacja obu zmiennych x i y
Dopasowanie krzywej nieliniowej o réwnaniu:

(2.1) X

y= Ax+B

Nominalne parametry krzywejto A = 0,01iB = 0,1.

Do linearyzacji zastosowano podstawienia ¢ =1 /x, Y (y) =
1/y

u(é®) = u(x)/x% u@) = u(y)/y? iotrzymano réwnanie:
(2.2) ¢x)=AX+B

czyli 6, = A, 6, = B bez parametryzacji, tj. dla 8 =1
Przykiad liczbowy: zmierzone wspétrzedne podano w tab. 2

Tabela 2.1. Wspotrzedne punktdw pomiarowych dla krzywej (2.1)
x| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
19,18 16,50 | 23,31 | 28,29 | 33,67 | 37,13 | 41,59 | 44,00 | 47,84 | 49,50

Niepewnosci wzgledne 6 pomiaréw x iy nie przekraczajg
2 %.

Rysunek 2.1 przedstawia funkcje (2.1) dopasowang do
punktéw pomiarowych i ich potozenie, a rysunek 2.2 w
powiekszeniu granice pasma (korytarza) niepewnosci i
odlegtosci punktéw pomiarowych od dopasowanej funkgciji.
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47 Y R
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32 —
. =
22 X measurement points
17 —nominal curve

12 - -fitted curve
7 X

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Rys. 2.1. Punkty pomiarowe, pokrywajgce si¢ krzywe: nominalna i
dopasowana y = 001:—+01 dla ¢yemin= 27,57.

Uy (S — —

-1,0

-1,2 ‘= measurement points U+ U- —fitted error

Rys. 2.2. Punkty pomiarowe, btagd dopasowania ponizej 0,1 linia
ciggta i pasmo niepewnosci dla pomiaréw nieskorelowanych z
tabeli 2li

Przyktad 3. Uwiktana posta¢ funkcji pomiarowej H(x, y) =0

Zwykle dopasowanie funkcji polega na znalezieniu
jednego lub wiekszej liczby parametréw dobranych tak, aby
zminimalizowaé funkcje kryterialng. Rozpatrzymy to dla
przypadku zmiennych nieskorelowanych.

n
Axiz

(f)xy(AX, AY) = Z m +

i=1

Ay;?

— min
u?(y;)

3.1

Ograniczymy sie do tych funkcji kryterialnych w postaci

(32) H(x'y)=g(ny'.B)_91€(qu)_90

gdzie: funkcja jawna o postaci z=g (x,y,8) dwdch
zmiennych x i y zalezy od parametru 8, a funkcja jawna
&(x, B) zalezy od jednej tylko zmiennej — w tym przypadku
x i parametru £.

Do minimalizacji funkcji kryterialnej zostang uzyte rézne od
zera parametry 6, , 6, i B. Z rownania (3.2) wynika, ze w
nowych wirtualnych zmiennych pomiarowych z i &, funkcja
uwiktana ma postac liniowa:

(3.3) z=0:¢(x,B) + 6,

o462 Az?
= i i

Jest to réwnowazne z (3.1) i oznacza ze ¢, —
¢.y-Zatem dla ukfadu zawierajgcego (3.3) i (3.5)
zastosowano dobrze znane i wczesnie podane rozwigzanie.
W przypadku braku dominacji zmiennej y w funkcji z =
g (x,y), warunek (3.2) wymaga dopasowania funkgc;ji
implikowanej w inny sposob. Jednakze w przypadku matych
btedéw oba te dopasowania (3.1) i (3.5) zbiegng sie do
krzywej nominalnej. Uzywajgc twierdzenia o pochodnej
funkcji uwiktanej

- __OH oH u@y)
(3.6) y = dy/dx = 6x/6u ~ )

wyznacza sie wzory na przyblizone wartosci niepewnosci
standardowych i rozszerzonych zmiennych x i y:

e niepewnosci standardowe

(B.7ab)  ulx)=wu,/ /(Z!c)z +(zyy)?%
u) = wly'l/ |(z)? + (2,52,

e niepewnosci rozszerzone:

(3.8a,b) Ulx) = e, uy/ ’(z,’c)2 + (zyy)? ,
UQy) = fl_;n_zuzl}"l/ f(Z;'c)Z + (zy¥)% .

4. Przyktady zastosowan metody w pomiarach
Przyktad 4. Pomiary uktadu diody D i rezystanciji r

Dla weryfikacji omawianej metody dopasowywania krzywej
nieliniowej do punktow pomiarowych rozpatrzono obwdd
diody potprzewodnikowej o charakterystyce Ug potgczonej
szeregowo z rezystancjg r. Uklad jest zasilany ze zrodta
statego napiecia U. Schemat uktadu podano na rysunku 4.1.

Lormmmn- T------ 0+
1
1
r U @ E»S
D 1 I Supply
- [ E 0 —
Rys. 4.1 Uktad pomiarowy do ilustracji dopasowywania

nieliniowej charakterystyki U(/) do punktéw pomiarowych.

W tym ukfadzie mierzy sie prgd I amperomierzem i napiecie U
woltomierzem z jednakowymi niepewnosciami wzglednymi
6(U) =0,5%. Sama diode opisuje wyktadnicza zalezno$¢ pradu

Nowe wspotrzedne pomiaru po transformacji definiowane sg
przez z; i x;. Ograniczajgc sie do pierwszych wyrazow

rozwiniecia obu funkcji z = g(x,y,B8) i &(x,B) w szereg

Taylora, bfedy i niepewnosci pomiaréw przeksztatca sie
nastepujgco
(3.4a,b,c,d) Az = zAx + z, Ay, AE =¢'Ax,

u?(Az) = (z3)? u*(Ax) + (z)? u(4y),
u?(88) = (8% u?(Ax)
Jesdli dodatkowo zatozymy, ze Az ~ zjAy i uZ = u*(Az) ~
(zJ’,)2 u?(Ay), tji. dominujgcy wplyw na bledy i zmienng

niepewnosc¢ z = g(x,y) dotyczy przede wszystkim zmiennej
y i jest opisany nastepujgcym warunkiem:
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od napiecia — réwnanie Shockleya:

I=1I (exp (%) - 1)
gdzie I, —prad nasycenia ztgcza, €— stata charakteryzujgca
diode i jej temperature, U; =¢ln (ILO+ 1) —napigcie jej
ztgcza.

Z drugiego prawa Kirchhoffa wynika zwigzek mierzonego
napiecia U na wejsciu obwodu oraz jego pradu /:

4.2) Ir+£1n(i+ 1)=v

(4.1)

Réwnanie (4.2) jest funkcjg uwiktang

(4.3) HULU)=Ir+In(1+1)-U =0
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Nie jest podana analityczna zalezno$¢ prgdu I od napiecia
U.

Zmierzono napiecia i pragdy w dziesieciu punktach n=10
uktadu z rysunku 4.1 i podano je w tabeli 4.1. Nominalne
parametry tego obwodu to: ¢ =26 mV, r = 1,5 mQ, I, =

10 pA.

Tabela 4.1. Wspotrzedne badanych punktow krzywej nieliniowej
otrzymane z pomiaréw w uktadzie z rysunku 4.1.

[1(mA)

[ 1,10 [1,37[3,29[6,80 [ 21,98 [ 69,09 [ 148,75 | 317,59 [ 970,12 | 1975,35 |

[umv) | 120 [ 130150 [ 170 | 200 | 230 | 250 | 270 | 300 | 320

Z pomiaréw prgdu i napiecia mozna wyznaczy¢
rezystancje r, parametr ¢ i prad nasycenia I,, dostosowujgc
nieliniowg charakterystyke opisang wzorem (4.2) za pomocg
kryterium wazonych najmniejszych kwadratéw WTLS przy
zatozeniu o niewystepowaniu korelacji miedzy mierzonymi
wielkosciami. Zastosuje sie podstawienia, ktére umozliwia
dopasowanie obu mierzonych wielkosci do linii prostej:

(4.4a,b) z=g(,U) =% oraz z = 6,¢ + 6,

gizie: 0, = ¢, by =7 | f=ly, zas £U1)=1In(}+1)

Zmierzone wartosci przeksztatcane sg w nowe wspotrzedne
w uktadzie z=U/I i & =In(I/B + 1)/I. Niepewnos¢ nowej
wspoirzednej é(I) mozemy oszacowac z prawa propagaciji
niepewnosci, korzystajgc z jej pierwszej pochodnej &'(1).
Niepewnos¢ zmiennej z tez wynika z prawa propagacji i
Wynosi:

. 2 2
@5 @) =2 (6w + ()
Wektory & = [&, ..., &7 i z=[2g, ., 2,]7 zawierajg
wspotrzedne punktéw pomiarowych po transformaciji. Przy
nieskorelowaniu podaje sie diagonalng macierz odwrotng
[12]:

-1
-1 — 2,2 2
46)  [Uvdyl, = (0,202 + u2(z)
2000 =
1800 [ [mA] B Measurement points l/
1600 /
---Nominal curve /
1400 /
1200 ---Fitted curve ,‘l
1000 3:4
800 w4
600 p
400 s
x
200 e
o mx U[mV]
0 < > e < e X L
110 130 150 170 190 210 230 250 270 290 310 330

Rys. 4.2. Punkty pomiarowe, nominalna krzywa nieliniowa i krzywa
dopasowana z parametrami: ¢ = 26,05mV, r=1,5mQ, I, =
10,2 pA na poziomie kryterium ¢ ,in= 23,46.

Dopasowanie polega na przyjeciu szeregu wartosci
parametru 6; na przyktad z krokiem A, tj. 6;; =6, +
(G—D4Aij=1, ..., 10, Warto$¢ poczatkowg 6,, przyjeto tak,
ze wyznaczone wartosci funkcji kryterialnej ¢§Z(91j) maja
minimum lokalne. Parametr g réwny I, tez nalezy przyjaé¢ z
gory. Nastepnie, zmienia sie zakres od B, dO Bmax |
utrzymujgc minimum lokalne ¢,1ocq1 min(61;) » Minimalizuje
sie funkcje kryterialng tak, aby otrzymac¢ minimum globalne
Dezgiopar min(017)- W trakcie tego procesu mozna zmienia¢
zaréwno wartosc 6, jak i krok 4, tak aby na wykresie ¢.,(6;)
pojawito  sie  minimum lokalne. Dla minimalizacji

256

zaleznos¢ 0, = (S, — 0, S¢)/S okresla rezystancje r. Dla
minimum globalnego wyznaczono parametry diody jako:
Glglobamin =€&= 26r05 mV, 90globamin= r=1,50 mQ,
B=1,=102uA, da ¢,min = 23,46.
Na rysunkach 4.2 i 4.3 przedstawiono punkty pomiarowe,
krzywg dopasowang pokrywajgca sie z nominalng oraz
granice korytarza niepewnosci

2,0
U(I) [mA] measurement points
1,5 -7

1,0

0,5 -7

- 77000™ =~ - 4500 zﬂoo -

-2,0

Rys. 4.3. Punkty pomiarowe i pasmo niepewnosci pomiaréw
nieskorelowanych z danych podanych w tabeli

Przyktad 5. Wyznaczanie parametrow modelu
kondensatora z pomiaréw skladowych jego impedancji

W modelowaniu i opisach czestotliwosciowych zmian
skltadowych impedancji kondensatoréw jako dwdjnikow,
przyjmuje sie wieloelementowe schematy zastepcze. Dla
pradu przemiennego o czestotliwosciach w zakresie 10 Hz
do 100 KHz, zastosowano w badaniach metodg Monte Carlo
[3, P12], schemat zastepczy podany na rysunku 5.1. Zawiera
on trzy rezystory i dwa kondensatory o statych wartosciach.

A

B

Rys.5.1 Schemat zastepczy kondensatora

Impedancja Z dwdjnika AB z rysunku 5.1 zalezy od

czestotliwosci. Ogolnie opisuje jg wzor w liczbach
zespolonych
(5.1) Z=R+jX

Sktadowe impedancji Z, rezystancyjng R i reaktancyjng
X =-1/wC, mierzy sie bezposrednio dla okreslonej
czestotliwosci pradu przemiennego Ilub wyznacza z
pomiarow napiecia Uyg, pradu I,z i ich roznicy faz.
Rozpatrzymy  dopasowanie  parametrow  modelu
kondensatora metodg najmniejszych kwadratow do
nieskorelowanych wynikéw pomiarow sktadowych w pieciu
czestotliwosciach podanych w tabeli 5.1 [3, P12].

Tabela 5.1.
Lp fi [HZ] Ri[Q] Gi[F]
1 1x10’ 5,0 83x10° 8,476x107°
2 1x102 6,561x10* 6,006x107°
3 1x10° 1,107x10° 5,015x107°
4 1x10% 1,134x10’ 5,000%x107°
5 1x10° 3,115x10~" 5,000x107°

Zastepcza admitancja Z~! uktadu uwzglednia rezystancje R,
szeregowg do potaczonych réwnolegle Ry, Cy i C; W Szereg z

. . 1 14+jwR, Cy
rezystancjg Rq, tj.z Ry + PR
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Il =— = 4jwC+
R-Rg+jX Ry

jw Cy
1+jw Ry C1

(5.2)

Po przeksztatceniach wyrazen w liczbach zespolonych, tj.
pomnozeniu ich mianownikow i licznikéw przez wyrazenia

sprzezone do mianownikéw. Otrzymuije sie:

R—Rq . X _
(5:3) (R—Rg)2+X2 J (R—-Rg)?+X2

_ 1 w? CE R,y . (

~ Ry + 1+w? R? C2 +jw{ Co+

Cy )
Z o2
1+w? R €7

Z réwnosci skfadowych rzeczywistej i urojonej obu stron
wyrazenia (5.3) otrzymuje sie dwa réwnania:

S anb R-Rq _ 1 w? C;R,
(542, b) (R—R)?+X2 Ry "1+ w?RZ(C2
X 1
= Co+ C,

T w(R-R)*+ X2 1+ w? R? C?

Roéwnania (5.4a,b) stajg sie zaleznosciami liniowymi dla
nowych zmiennych y,¢é z parametrami f; = R, i B, = Ry,
tj.:

(5.5a,b) ¥1(B,) = R%"‘ C1&1(B1) s Y2(B2) = Co + C1&2(B1)

Odciete i rzedne nowych zmiennych sg nastepujace:

2
@i Gh R S
(5.6a.b) $1i = 1+w?p2 C2 bSa = 1+w?p2 cZ’
__ Ri-p ; __ —Xi/wi
(57a’b) lpli - (R; —Bz)2+X2 1 1/)21 - (R; _32)2+Xi2 .
Z prawa propagacji btedéw wynikajg niepewnosci:
2C Wi
(5.8a,b,0) u(éy) = 17‘812'“((1)1');
(1+ w?pC?)
ZCZ Zwi
() = %u(wg = G fu($y) u@y) =
(1 + w?pZ C?)
_ 1 [XZ = (Ri = B2)*1*u*(Ry)
[(Ri —B)% + X712 +4XP (R — B)*u(X)
u(¥z)
XP[R: — B)* + X7 1*u? (W)

— + 4Ry = )X U (R)

F(R — B — XD (X))
w;[(R; — B2)? + XF)?

Przy zatozeniu, ze pomiary obu sktadowych majg
niepewnosci < 2%, a niepewnos¢ pomiaru czestotliwosci
u(ff < 0,58 Hz, otrzymano funkcje kryterialne
by, (C1), Py,e,(C;) podane na rys 5.2. Wyznaczono je
wedtug wzoru (8), na podstawie macierzy odwrotnych do
efektywnych macierzy kowariancji dla nieskorelowanych
wielkosci wejsciowych (&;;1 z; = Yy; oraz &;iz; = Py), 1.
podobnie jak wzor (4.2).

9,00E-03
7,50E-03
6,00E-03
4,50E-03
3,00E-03
1,50E-03
1,00E-11 C, [F]

2,96E-02,98E-09 3E-09 3,02E-09,04E-09,06E-09

¢¢1 e1(Cy)

a)
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2,80E-02
2,40E-02
2,00E-02
1,60E-02
1,20E-02
8,00E-03
4,00E-03
0,00E+00

2,9E-09 2,95E-09

Py e2(C1)

C, [F]

3E-09 3,05E-09 3,1E-09

b)
Rys. 5.2. Wykresy funkcji kryterialnej dla réwnan (5a ) i (5b).

Minimum globalne wystepuje dla 8, = R; =1 MQ oraz dla
B, = R; = 0,2 Q. Dopasowane wartosci parametrow to:
C, = 3,0nF, Cy = 5,2nF, Ry = 9,999 MQ.

Niepewnosci elementow R4, Cq, Ry, Co, R, Opisane sg
wzorami o identycznej strukturze, tj.:

(59) ()= Z[(aa; ) e+ (55) e

2
aT
- 2
' <afi> wlr
gdzie symbol T to wybrany element: Ry, Cy, Ry, Co, Ry
uktadu.

Wyznaczono numerycznie wspotczynniki czutosci
estymujgce pierwsze pochodne czgstkowe i niepewnosci
standardowe elementow uktadu. Otrzymano nastgpujgce ich
wartosci i niepewnosci bezwzgledne i wzgledne: R, =
0,2(0,004) O (2%), C; = 3(0,2)nF(6,4%), R, =

1(0,02) MQ (2 %),

Ry =9,999(0,57) MQ (5,7%), Cy = 5,2(0,026) nF(0,54 %).

Przyktad 6. Pomiar promienia krzywizny soczewek

Rysunek 6.1 przedstawia schemat laserowego pomiaru
promienia R krzywizny soczewki sferycznej. Soczewka
umieszczona jest centralnie w odlegtosci d od ekranu
(Screen’) Niepewnosc¢ u(d) = 0. Na soczewke pada wigzka
laserowa w odlegtosci h (niepewnos¢ u(h) = 0,001 mm ) od
jej osi optycznej. Po odbiciu wigzki od powierzchni soczewki,
tworzy ona na ekranie punkty swietine w odlegtosci b od jej
osi. Wykonuje sie serie pomiaréw odlegtosci b z
niepewnoscig u(b) = 0,1 mm i z nich wyznacza sie promien
R. Dla a jako kata padania i odbicia wigzki otrzymuje sie
podstawowg zalezno$¢ geometryczng

b—nh
6.1 ——=d+ R(1—cosa
6D o ( )
% :;\\\\ sina = h/R
a B
- — R
i o
d LR
taZq = b—h
J a_d+R(1—cosa)

Rys. 6.1. Schemat pomiaru promienia R soczewek sferycznych.

W opisie pomiaru wykorzysta sig zaleznosci

trygonometryczne

62 t9(200 = 2tga 2sinav1—sin®a
(62) & a_l—tgza_ 1—2sin?a
oraz % =sina i dh/da = Rcosa.

Z (6.1) otrzymuje sie
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b
. ——=d+R(1-
(6.3) tg2a d+R( 2cosoc)
Po wprowadzeniu nowych zmiennych
2h?
b 1—2sin?a 1-%=
(6.4) z=——=Db =b ,
tg2a 2sinaV'1 — sin? « 2h h?
TR
(6.5) =1 ! 1 !
' ¢= 2cosa he

1=z

zaleznos¢ (6.3) staje sie liniowa:

(6.6) z=Ré+d

Niepewnosci obu nowych zmiennych u(¢) i u(z) wynosza:
h

(6.53,b) u(é) = %% u(h),

(1-%)
u(z) = iu(b)
Z %\/?ﬁ_ﬁ

Z obliczen wynika, ze w niepewnosci u(z) dominuje
niepewnosc¢ u(b), tj.: u(z) ~u(b). Mozna wiec zatozy¢, ze nie
ma korelacji pomigdzy ¢ i z. Niepewnosc¢ u(¢) zalezy od u(h),
zas u(z) nie zalezy praktycznie od u(h). Wyniki pomiaréw w
uktadzie z rysunku 6.1 podano w tabeli 6.1.

2h?

Tabela 6.1. Potozenia na ekranie $ladow b wigzki $wietlnej odbitej
od soczewki i padajacej na nig w odlegtosci h od jej osi, d=100
mm.

h[mm] 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

b[mm] | 20,2 | 25,3 [ 30,6 | 359 | 41,4 | 47,0 | 52,9 | 58,9 | 65,1 | 71,6

Po zastosowaniu metody WTLS bez korelacji wynikéw,
dla funkcji kryterialnej ¢¢,(4¢, AZ) oraz po transformacjach:
h — i b — z, funkcja kryterialna ma nieco inne wartosci,
ale dla matych wartosci btedow otrzymuje sie ¢, (A, AZ) —
¢np(Ah, Ab). Przy tej zbieznosci wartos¢ d nie wystepuje w
obliczeniach. Wystarczy wiec, ze d bedzie state w catym
procesie pomiarow. Dla odlegtosci ekranu od soczewki d

=100 mm otrzymano promien krzywizny: R = 50,2 (0,17) mm
i funkcje kryterialng ¢sz min = 4.

Whioski

W artykule przedstawiono metode dopasowywania funkcji
nieliniowych do danych mierzonych punktéw. Stosuje sie w
niej zmiane zmiennych aby uzyska¢ zaleznosci liniowe
dopasowywane wedtug totalnego kryterium wazonych
najmniejszych kwadratéw WTLS. Uwzglednia sie zaréwno
niepewnosci wspotrzednych wynikdw pomiaru, jak i ich
wzajemne korelacje, jesli wystepujg one w pomiarach.

Omawiana tu metoda polega na zastgpieniu nieliniowej
zaleznosci pomiedzy wspotrzednymi zalezno$cig liniowg w
nowych wspétrzednych, aby po takiej zmianie zmiennych
mozna byto zastosowac regresje liniowa linii proste;.

W metodzie tej jako dopuszczalne przyjmuje sie
przyblizenie dla propagacji btedéw i niepewnosci przez
pierwszg pochodng funkcji transformacji. Jezeli badane
punkty nie lezg zbyt daleko od poszukiwanej funkcji
nieliniowej i niepewnosci pomiaru ich wspoétrzednych nie sg
zbyt duze, np. ponizej 5%, to metode te mozna stosowac z
powodzeniem. Ograniczenia sg tego samego rzedu, jak dla
szacowania doktadnosci pomiaréw wedtug GUM.

Metoda umozliwia tez wyznaczenie pasma (korytarza)
niepewnosci dopasowanej funkcji nieliniowe;.

W literaturze [2] sg tylko proste przykiady linearyzacji
funkcji opisujgcej pomiary. Nie natrafiono na gruntowne
omowienie dopasowania funkcji nieliniowych z linearyzacjg
przez zmiang zmiennych i brakowato tez omdwienia
wyznaczania ich pasma niepewnosci przy wystepowaniu
réznych korelacji i bez nich.

W tej pracy rozpatrzono szes¢  przyktadow
obliczeniowych dopasowania réznych funkciji nieliniowych do
danych punktéw pomiarowych, w tym funkcje uwiktana.
Metode dopasowania funkcji nieliniowej do pomiarowych
danych ze zmiang jednej lub obu zmiennych autorzy
stosowali tez w pracach [8-12], [P8-P11] dla innych
przyktadéw pomiarow.

Z naszych prac wynika, ze metoda ze zmiang zmiennych
jest uniwersalna, jesli wtasciwie dobierze sie nowe zmienne.

Omawiang tu metode z linearyzacjg funkcji nieliniowej
przez zmiane zmiennych mozna z powodzeniem stosowac w
praktyce pomiarowej i wykorzysta¢ przy opracowywaniu
nowej wersji przewodnika GUM.
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